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Resumen
Un conjunto de enteros positivos A se llama un conjunto B2 [g] si, para
todo entero positivo s, la ecuacio´n
a + a′ = s, a, a′ ∈ A y a ≤ a′
tiene a lo sumo g soluciones. Si F2,g (N) denota el ma´ximo nu´mero de en-
teros que pueden seleccionarse de {1, 2, · · · , N} para formar un conjunto
B2 [g] , se conoce que
l´ım
N→∞
F2,1(N)√
N
= 1.
Cuando g ≥ 2 no se conoce la existencia de
l´ım
N→∞
F2,g(N)√
N
.
En este art´ıculo se demuestra que
4√
7
≤ l´ım inf
N→∞
F2,2(N)√
N
y adema´s se prueba que no es posible mejorar esta cota si se recurre a los
me´todos de construccio´n conocidos.
1. Introduccio´n
Sean N el conjunto de los nu´meros naturales y A un subconjunto finito de
N. Para cada s ∈ N, mediante σA (s) se denota el nu´mero de soluciones de la
ecuacio´n
s = a + a′, (1)
sujeta a las restricciones
a, a′ ∈ A y a ≤ a′. (2)
Es decir
σA (s) := |{(a, a′) ∈ A ×A : s = a + a′, a ≤ a′}| ,
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donde |X | representa el nu´mero de elementos del conjunto finito X y A × A
corresponde al producto cartesiano de A por A. Tambie´n, S (A) representa el
conjunto de sumas de la forma (1) sujetas a las restricciones (2):
S (A) := {s ∈ N : s = a + a′, con a, a′ ∈ A y a ≤ a′} .
Sea g ∈ N . Se dice que A es un conjunto B2 [g], o que pertenece a la clase
B2 [g] , si
σA (s) ≤ g, para todo s.
Si mediante [1, N ] se representa el conjunto de los primeros N enteros posi-
tivos {1, 2, 3, · · · , N}, el problema general a considerar consiste en determinar
el ma´ximo nu´mero de enteros positivos que pueden seleccionarse de los primeros
N , de tal forma que constituyan un conjunto en la clase B2 [g]. Es decir, se trata
de estudiar el comportamiento asinto´tico de la funcio´n
F2,g (N) := ma´x {|A| : A ⊂ [1, N ] , A ∈ B2 [g]} .
Los conjuntos en la clase B2 [1] se llaman conjuntos de Sidon o conjuntos B2.
En este caso, se utiliza la notacio´n F2(N) para referirse a la funcio´n F2,1 (N) .
Despue´s de los trabajos de P. Erdo¨s y P. Tura´n [2], R. C. Bose y S. Chowla [1],
hoy se conoce el comportamiento asinto´tico de la funcio´n F2 (N) .
Teorema 1 (Erdo¨s y Tura´n). La funcio´n F2 (N) satisface
l´ım
N→∞
F2(N)√
N
= 1. (3)
Sin embargo, cuando g ≥ 2 el siguiente problema continu´a sin resolverse.
Problema. Decidir si el l´ımite
l´ım
N→∞
F2,g (N)√
N
existe. Si existe, determinar su valor. En particular, estimar F2,2 (N).
En este art´ıculo se demuestra el siguiente resultado.
Teorema 2. La funcio´n F2,2 (N) satisface
l´ım inf
N→∞
F2,2 (N)√
N
≥ 4√
7
≥ 1,51 > 3
2
.
2. Resultados preliminares
En el intere´s de obtener conjuntos en la clase B2 [2] tan densos como sea
posible, los mejores resultados conocidos hasta el momento son los siguientes.
En 1996, M. Kolountzakis [4] y tambie´n Erdo¨s y Freud [2], obtuvieron la
cota inferior √
2 ≤ l´ım inf
N→∞
F2,2(N)√
N
.
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Kolountzakis considera la unio´n de dos conjuntos de Sidon adecuadamente es-
cogidos. Tal construccio´n permite afirmar que de los primeros N enteros pos-
itivos es posible seleccionar
√
2N elementos de tal forma que constituyan un
conjunto en la clase B2 [2] .
Por su parte C. Trujillo [6], en 1999, modifica la construccio´n anterior, per-
mitiendo la unio´n de tres conjuntos de Sidon especiales. Su construccio´n implica
que √
2 <
3
2
≤ l´ım inf
N→∞
F2(2, N)√
N
.
Trujillo introduce la siguiente definicio´n.
Definicio´n 3. Sea m un entero positivo. Un conjunto A ⊆ [1, m] es un con-
junto de Sidon mo´dulo m, si todas las sumas de la forma
a + a′; con a, a′ ∈ A y a ≤ a′,
son incongruentes mo´dulo m. Es decir, si para todo x, y, u, v ∈ A
[x + y ≡ u + v (mo´d m)] ⇒ [(u, v) = (x, y) o (u, v) = (y, x)] .
Dados dos conjuntos de enterosA, B y un entero x, se hara´ uso de la siguiente
notacio´n
A+ B := {a + b : a ∈ A, b ∈ B} ,
A+ x := A+ {x} = {a + x : a ∈ A} ,
σA,B (s) := |{(a, b) ∈ A × B : s = a + b}| .
La proposicio´n fundamental en la construccio´n de Trujillo es la siguiente.
Proposicio´n 4. Si A es un conjunto de Sidon mo´dulo m y
T = {t1, t2, . . . , tk} , t1 < t2 < · · · < tk,
es un conjunto de Sidon, entonces el conjunto
B :=
⋃
t∈T
(A+ tm)
pertenece a la clase B2 [2] .
Demostracio´n. Si para cada i = 1, 2, . . . , k, se define el conjunto
Ai := A+ tim,
para probar la proposicio´n es suficiente demostrar las siguientes afirmaciones:
1. σAi (s) ≤ 1, para todo s ∈ N.
2. σAi+Aj (s) ≤ 2, 1 ≤ i < j ≤ k, para todo s ∈ N.
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3. Los conjuntos S (Ai) , 1 ≤ i ≤ k; (Aj +Al), 1 ≤ j < l ≤ k, son disjuntos
por pares.
La primera afirmacio´n es inmediata puesto que cada Ai es un conjunto de Sidon.
Para la segunda afirmacio´n, suponga que existen ai, a
′
i ∈ Ai y aj , a′j ∈ Aj
tales que
ai + aj = a
′
i + a
′
j ,
entonces por definicio´n de Ai y Aj se sigue que
(a + tim) + (a
′ + tjm) = (a
′′ + tim) + (a
′′′ + tjm) ,
para algunos a, a′, a′′, a′′′ ∈ A. Luego
a + a′ ≡ a′′ + a′′′ (mo´d m).
Como A es un conjunto de Sidon mo´dulo m, se tiene que
(a = a′′ y a′ = a′′′) o bien (a = a′′′ y a′ = a′′).
De (a = a′′ y a′ = a′′′), se sigue que ai = a
′
i, aj = a
′
j , as´ı que la representacio´n es
u´nica. Mientras que de (a = a′′′ y a′ = a′′) se siguen, a lo sumo, representaciones
dobles
(a + tim) + (a
′ + tjm) y (a
′ + tim) + (a + tjm) ,
entonces no es posible tener una tercera representacio´n.
La tercera afirmacio´n se demuestra si se prueban las siguientes relaciones:
S (Ai) ∩ S (Aj) = ∅, 1 ≤ i < j ≤ k, (4)
S (Ai) ∩ (Aj +Al) = ∅, i = 1, 2, . . . , k, 1 ≤ j < l ≤ k, (5)
(Aj +Al) ∩ (Ar +As) = ∅,
1 ≤ j < l ≤ k, 1 ≤ r < s ≤ k, j 6= r, l 6= s. (6)
Para probar (4) suponga que existen ai, a
′
i, aj , a
′
j ∈ A tales que
(ai + tim) + (a
′
i + tim) = (aj + tjm) +
(
a′j + tjm
)
, (7)
entonces
ai + a
′
i ≡ aj + a′j (mo´d m).
De donde, como antes, se sigue que
ai + a
′
i = aj + a
′
j ,
y de (7) se tiene ti = tj , que no es el caso porque i < j.
Para probar (5) suponga que existen ai, a
′
i, aj , al ∈ A tales que
(ai + tim) + (a
′
i + tim) = (aj + tjm) + (al + tlm) . (8)
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Entonces
ai + a
′
i ≡ aj + al (mo´d m),
y de nuevo
ai + a
′
i = aj + al,
y de (8) se tiene 2ti = tj + tl. Esta igualdad no es posible porque T es un
conjunto de Sidon.
Finalmente, para probar (6) suponga que existen aj , al, ar, as ∈ A tales que
(aj + tjm) + (al + tlm) = (ar + trm) + (as + tsm) . (9)
Entonces
aj + al ≡ ar + as (mo´d m),
y de nuevo
aj + al = ar + as,
y de (9) se tiene tj + tl = tr + ts. Esta igualdad no es posible porque T es un
conjunto de Sidon. Esto finaliza la prueba.
3. Demostracio´n del Teorema 1
Antes de demostrar el teorema, se necesita el siguiente lema.
Lema 5. Para todo primo p, existe un conjunto B en la clase B2 [2] tal que
B ⊆ [1, 7p2 − 7] y |B| = 4p.
En particular
F2,2
(
7p2
) ≥ 4p,
para todo primo p.
Demostracio´n. La construccio´n de Bose [1], afirma que para todo primo p existe
un conjunto de Sidon mo´dulo m = p2 − 1, con p elementos, sea A ⊂ [1, p2 − 1]
dicho conjunto. De la proposicio´n anterior y el hecho que T = {0, 1, 4, 6} es un
conjunto de Sidon, se tiene que
B = A∪ (A+ m) ∪ (A+ 4m) ∪ (A+ 6m) ⊆ [1, 7p2 − 7] ,
es un conjunto B2 [2], y claramente
|B| = 4 |A| = 4p.
Prueba del Teorema 1. Sean p y p′ primos consecutivos tales que
√
7p ≤
√
N ≤
√
7p′.
Elevando al cuadrado en la desigualdad anterior
7p2 ≤ N ≤ 7(p′)2,
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como F2,2 (N) es no decreciente, se tiene que
F2,2 (N) ≥ F2,2
(
7p2
) ≥ 4p.
Si en la desigualdad anterior se divide entre
√
N , se obtiene
F2,2 (N)√
N
≥ F2,2
(
7p2
)
√
7p′
≥ 4p√
7p′
.
Como el cociente entre primos consecutivos tiende a uno, el teorema queda
demostrado.
Sea T = {t0, t1, . . . , tk} un conjunto de enteros no negativos, con
0 ≤ t0 < t1 < . . . < tk.
El siguiente lema implica que no es posible mejorar la constante 4/
√
7 en el
Teorema 1, si se recurre a construcciones similares.
Lema 6. Si T es un conjunto de Sidon, entonces
tk−i ≥ t0 +
(|T | − i
2
)
, para todo i = 0, 1, 2, . . . , k.
En particular
tk ≥
(|T |
2
)
=
(
k + 1
2
)
.
Demostracio´n. Como T es un conjunto de Sidon, todas las diferencias de la
forma tj − ti, con i < j, i, j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, son distintas. Si tk−i se expresa
en la forma
tk−i = t0 + (t1 − t0) + . . . + (tk−i − tk−i−1) , (10)
entonces como todas las diferencias en (10) son distintas, es claro que
tk−i = t0 + (t1 − t0) + . . . + (tk−i − tk−i−1)
≥ t0 + (1 + 2 + . . . + (k − i))
= t0 +
(k − i) (k − i + 1)
2
= t0 +
(
k + 1− i
2
)
= t0 +
(|T | − i
2
)
.
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